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Анотацiя
У наведеному дослiдженнi представлено спосiб обчислення власних мод i власних частот коливань для оболонок
обертання, частково заповнених рiдиною. У наближеннi iдеальної нестисненої рiдини для потенцiала швидкостi
виконується рiвняння Лапласа. Задача розв’язується у виглядi суперпозицiї стацiонарних станiв, коєфiцiєнти
розкладання за якими шукаються iз початкових умов. Дослiджено сходимiсть та запропоновано спосiб обчи-
слення сингулярних iнтегралiв з логарифмiчною вагою, якi представляють собою дiагональнi елементи матрицi
результуючого рiвняння. Чисельнi результати показали гарну сходимiсть з аналiтичним рiшенням для цилiндра.
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Вступ
Оболонки обертання широко застосовуються в рi-
зноманiтних задачах технiки та промисловостi, таких
як дослiдження мiцностi резервуарiв для зберiган-
ня нафти, аналiз плескань рiдини в паливних баках
ракетоносiїв, стiйкiсть контейнерiв для транспор-
тування зрiдженого газу тощо. Цим дослiдженням
присвяченi роботи [1, 2, 3].
Складнi профiлi коливання потребують створення
стiйких чисельних схем для дослiдження власних
частот i власних мод коливання рiдини в об’єктi,
оскiльки аналiтичнi розв’язки iснують тiльки для
обмеженої кiлькостi простих форм обертання, таких
як цилiндрична, сферична та конiчна.
У наведеному дослiдженнi для аналiзу власних
частот та мод коливань використовується метод гра-
ничних елементiв. Окремi труднощi виникають при
обчисленнi дiагональних елементiв матрицi систе-
ми лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, оскiльки вони є
сингулярними iнтегралами.
1. Постановка задачi
Нехай рiдина частково заповнює оболонку обер-
тання (рис. 1). Нехай 𝑆0 – вiльна поверхня рiдини,
а 𝑆1 – боковi стiнки. Нехай рiдина є нев’язкою, не-
стисною та потiк рiдини є потенцiйним. У такому
випадку швидкiсть ?⃗? рiдини можна представити за
допомогою потенцiалу ?⃗? = ∇𝜙, який задовiльняє
рiвнянню Лапласа
∆𝜙 = 0. (1)
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Рис. 1. Оболонка обертання та її перерiз







де 𝑛 – нормаль до поверхнi.
На вiльнiй поверхнi виконуються кiнематична умо-













+ 𝑔𝜁(𝜌, 𝑡) = 0
, (3)
де 𝜁(𝜌, 𝑡) – рiвняння, що описує вiльну поверхню
коливання.
2. Стацiонарнi стани
Для пошуку стацiонарних станiв системи роздi-
лимо потенцiал швидкостi на часову та просторову
функцiї:
𝜙(?⃗?, 𝑡) = 𝜓(?⃗?)𝑒𝑖𝜔𝑡. (4)
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Використовуючи отриману замiну, система рiв-
















Отримана система рiвнянь має розв’язок у виглядi
спектру власних векторiв та власних частот. Оскiль-
ки кожен iз власних векторiв є розв’язком систе-
ми (5), потенцiал швидкостi може бути розкладений









Вираз для вiльної поверхнi отримаємо з рiвняння
Бернуллi, використовуючи розкладення (6) :











𝛼𝑖𝜔𝑖𝜙𝑖(𝜌, 𝜁(𝜌, 𝑡), 𝑡). (7)
Отримана залежнiсть є нелiнiйною, але у випадку
малих коливань вона може бути розкладена у ряд
до членiв вiдхилення першого порядку. Тодi вираз
для рiвняння вiльної поверхнi є наступним:














Невiдомi коефiцiєнти 𝛼𝑖 знаходяться iз початкових
умов.
3. Задача власних векторiв i власних зна-
чень
Як вiдомо з теорiї потенцiалу, будь-яка гармонiчна














𝛿(?⃗?−𝜉)𝑑𝑉 , 𝑢*(𝜉, ?⃗?) = 1|?⃗?−𝜉| – функцiя Грi-
на рiвняння Лапласа, 𝑞*(𝜉, ?⃗?) = 𝜕𝑢
*(𝜉,?⃗?)
𝜕𝑛 – нормальна
похiдна вiд функцiї Грiна.
Тепер роздiлимо поверхню на 𝑁 граничних еле-
ментiв, на кожному з яких оберемо фiксовану точку
𝑟𝑖, 𝑟𝑖 ∈ 𝑁𝑖, 𝑚 з яких знаходяться на вiльнiй поверхнi,
а решта 𝑁 −𝑚 – на бокових стiнках. Тодi, користую-
чись власнивiстю аддитивностi iнтеграла, теоремою


























Нехай 𝜓0𝑘 = 𝜓(𝑟𝑘), 𝑟𝑘 ∈ 𝑆0 та 𝜓1𝑘 = 𝜓(𝑟𝑘), 𝑟𝑘 ∈ 𝑆1.
Тодi, використовуючи рiвняння (10) для точок на
























𝛼 = 0, 𝛽 = 0⇒ 𝑟𝑖 ∈ 𝑆0𝑆𝑘 ∈ 𝑆0
𝛼 = 0, 𝛽 = 1⇒ 𝑟𝑖 ∈ 𝑆0, 𝑆𝑘 ∈ 𝑆1
𝛼 = 1, 𝛽 = 0⇒ 𝑟𝑖 ∈ 𝑆1𝑆𝑘 ∈ 𝑆0
𝛼 = 1, 𝛽 = 1⇒ 𝑟𝑖 ∈ 𝑆1, 𝑆𝑘 ∈ 𝑆1
. (12)




























У матричних виразах використовується правило сум-
мування Ейнштейна.
3.1. Обчислення дiагональних елементiв
Дiагональнi елементи матриць (12) є сингуляр-
ними iнтегралами, оскiльки функцiя Грiна та її
нормальна похiдна у цих точках не визначенi. В
аксiально-симетричному випадку, який i розглядає-
ться в даному дослiдженнi, функцiї Грiна виража-
ються через повнi елiптичнi iнтеграли першого та
другого роду [5]. Для обчислення iнтегралiв з таки-
ми особливостями використовувалося розкладання



















Математичнi методи комп’ютерного моделювання та кiбернетичної безпеки
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Рис. 2. Порiвняння аналiтичного розв’язку та чисельного результату
Тобто обчислення дiагональних елементiв перетво-
рилося на обчислення iнтегралiв з логарифмiчною
особливiстю, для яких можна використовувати ква-
дратурнi формули з коренями ортогональних много-
членiв з логарифмiчною вагою у вузлових точках [6].
4. Чисельнi результати
Для перевiрки запропонованого методу були обчи-
сленi моди коливань для цилiндричного резурвуара,
частково заповненого рiдиною, з параметрами 𝑅 = 1






















де 𝜇𝑘 – 𝑘-й корiнь функцiї Бесселя першого порядку.
Порiвняння аналiтичного розв’язку з чисельним
результатом для 150 граничних елементiв наведено
на рис. 2. Аналiтичний розв’язок зображено непе-
рервною лiнiєю, а чисельний – пунктиром.
Висновки
У данiй роботi представлено використання мето-
ду граничних елементiв до задач вiльних коливань
оболонок обертання, частково заповнених рiдиною.
Отримано матричне рiвняння, що розв’язується у
виглядi спекта власних векторiв та власних частот
коливань. Наведено спосiб обчислення дiагональних
елементiв, якi є сингулярними iнтегралами з логари-
фмiчним ядром. Чисельнi результати гарно збiгаю-
ться з аналiтичним рiшенням для випадку цилiндра.
У майбутнiх дослiдженнях автори планують про-
аналiзувати вплив зовнiшнiх нестацiонарних сил на
систему, зокрема вертикальної перiодичної сили для
дослiдження хвиль Фарадея у лiнiйному наближеннi.
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